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Soluție (Adrian Panaete, Radu Vişan) 
 

Cum ar fi rezolvarea pe intregul şir? 

 

Să contorizăm biţii de pe fiecare poziţie. Deoarece operaţia ne permite să reaşezăm biţii celor N 

termeni (0 sau 1) la oricare alt termen din şir, putem să construim soluţia pornind de la vectorul 

de frecvenţă a biţilor, aşezând convenabil fiecare bit disponibil. 

 

Fie w numărul maxim de biţi ale unei valori din şir (în enunţ, w ≤ 20). 

 

Să începem cu toate valorile egale cu 0. Vom considera biţii de la cel mai semnificativ la cel mai 

puţin semnificativ si vom respecta urmatorul principiu: la fiecare pozitie vom repartiza biţii de 1 

celor mai mici valori construite până in prezent iar biţii de 0 celor mai mari, după care resortăm 

şirul (complexitate O(w * n * log(n))) sau îl interclasăm (complexitate O(w * n)). 

 

Se poate demonstra că această strategie ne va conduce la soluţia optimă, folosind un argument 

foarte simplu pe care îl vom detalia mai târziu. 

 

 

Pentru a obţine un algoritm mai bun ca timp de execuţie, observăm că, după fiecare dintre cei w 

biţi consideraţi, numărul de elemente distincte din şir creşte cu cel mult 1. Din acest motiv, 

putem “simula” algoritmul naiv descris mai sus pe o reprezentare “comprimată” a şirului, dată 

prin perechi <valoare, frecvenţă>. Astfel, complexitatea algoritmului devine O(w^2 log(w)) 

sau O(w^2), în funcţie de implementare.  

 

În final, vom avea cel mult w perechi <valoare, frecvenţă>, iar suma o putem calcula uşor. 

 

Pentru a răspunde la o interogare, facem diferenţa contoarelor din capetele intervalului interogat 

(ca sume parţiale) şi obţinem astfel contorul pe subsecvenţa pentru fiecare dintre cei w biţi, 

după care se aplică algoritmul descris. 

 

 
 

Ne mai rămâne să justificăm corectitudinea acestui algoritm. 

 

Evident că, dacă aplicăm operaţia între două numere la o poziţie la care găsim bit identic 

operaţia nu modifică nimic, deci singurele mutări semnificative sunt schimbarea unui bit 0 cu un 

bit 1. 



 

Operaţia "mută" o valoare (putere de 2) de la un număr la altul. În primul rând, această mutare 

este benefică atunci când valorile obţinute se apropie. Se dovedeşte asta cu un calcul 

matematic foarte simplu. 

 

Mutarea aplicată succesiv pe aceleaşi două numere ne permite să schimbăm secvenţe întregi 

de biţi între două numere date. 

 

Folosind această idee facem o observaţie care justifică complet soluţia: 

 

Să considerăm o soluţie optimă. Alegem doi termeni din şir. Separăm pentru aceşti termeni 

reprezentările binare în sufixe şi prefixe de aceeaşi lungime ( a căror sumă este evident w). Se 

poate demonstra (tot cu un calcul matematic simplu) că la prefixul mai mare este optim să 

corespundă sufixul mai mic.        

 

 

 

 

 


